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О. Г. РУДНИЦЬКИЙ, М. О. РУДНИЦЬКА, Л. В. ТКАЧЕНКО 
ФРАКТАЛЬНА ТА МОРФОЛОГІЧНА ОБРОБКА У ФАЗОВО-КОНТРАСТНІЙ МАГНІТО-
РЕЗОНАНСНІЙ АНГІОГРАФІЇ 
Магнітно-резонансна томографія (МРТ) – це метод відображення внутрішньої структури матеріальних об’єктів, заснований на явищі ядер-
ного магнітного резонансу і широко застосовуваний у задачах медичної діагностики. Переваги МРТ перед рентгенівською комп’ютерною 
томографією складаються з можливості отримання необов’язково паралельних перерізів, з більш високою роздільною здатністю, та у відсу-
тності шкідливого жорсткого променевого впливу на пацієнтів і обслуговуючий персонал. У цій роботі ми представляємо технології сегмен-
тацiï та шумоподавлення, розроблені для 3D MRТ-зображень, що базуються на методах фрактальної фільтрації та математичної морфології. 
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А. Г. РУДНИЦКИЙ, М. А. РУДНИЦКАЯ, Л. В. ТКАЧЕНКО 
ФРАКТАЛЬНАЯ И МОРФОЛОГИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА В ФАЗОВО-КОНТРАСТНОЙ 
МАГНИТО-РЕЗОНАНСНОЙ АНГИОГРАФИИ 
Магнитно-резонансная томография (МРТ) – это метод отображения внутренней структуры материальных объектов, основанный на явлении 
ядерного магнитного резонанса и широко применяемый в задачах медицинской диагностики. Преимущества МРТ перед рентгеновской ком-
пьютерной томографией состоят из возможности получения необязательно параллельных сечений, с более высоким разрешением, и в отсут-
ствии вредного жесткого лучевого воздействия на пациентов и персонал. В этой работе мы представляем технологию сегментации и шумо-
подавления, разработанную для 3D MRТ-изображений, которая базируется на методах фрактальной фильтрации и математической морфо-
логии. 
Ключевые слова: 3D-сегментация, фрактальная размерность, математическая морфология. 
A. G. RUDNITSKII, M. А. RUDNYTSKA, L. V. TKACHENKO 
FRACTAL AND MORPHOLOGICAL PROCESSING FOR PHASE CONTRAST MRI IMAGE OF THE 
AORTIC LUMEN 
Magnetic resonance imaging (MRI) is a method of displaying the internal structure of material objects, based on the phenomenon of nuclear magnetic 
resonance and widely used in the tasks of medical diagnostics. Advantages of MRI before X-ray computed tomography include the possibility of ob-
taining optionally parallel cross sections, with higher resolution, and in the absence of harmful rigid radiation effects on patients and attendants. In this 
work, we present segmentation and noise reduction technologies developed for 3D MRT images based on fractal filtration and mathematical morphol-
ogy. 
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Вступ. Бурхливе вдосконалення інформаційних технологій та стрімкий розвиток сучасної апаратної бази, 
що відбуваються останнім часом, призвели до значного покращення у сфері медичної візуалізації. Досягнення у 
комп’ютерній томографії, ультразвукових дослідженнях, позитронно-емісійній та магнітно-резонансній томо-
графії успішно використовуються для діагностики багатьох видів захворювань та вибору найбільш ефективної 
терапії. Ці методи розглядаються як найточніші форми візуалізації, доступні для раннього виявлення та діагнос-
тики різних захворювань. Проте, наявність шуму та розмивів у зображенні органів, рiзноманiття тканин та біо-
логічних форм, робить аналіз медичних образів досить складним завданням. Присутність маскуючих структур 
призводить до накладання зображень різних органів одне на одне і значно підвищує ймовірність постановки не-
вірного діагнозу. Крім того, простий аналіз двовимірних томографічних зображень тривимірних органів також 
може бути причиною помилкових висновків. Класичний приклад – конус. Навіть для цього простого тривимір-
ного об’єкта поперечний переріз може бути параболою, колом, еліпсом, однією або двома лініями чи однією то-
чкою. А саме з такими видами зображень – двовимірними перерізами або проекціями органів – лікарі зазвичай 
мають справу. Позбавитись від цих недоліків дозволяє тривимірна вiзуалiзацiя, знешумлення та сегментація. 
Існує декілька розповсюджених технологій для отримання 3D-зображень. Найвідоміша з них базується на 
отриманні серії поперечних перетинів предмета дослідження і наступної реконструкції з цих перетинів тривимі-
рного зображення. 
У пропонованій роботі для 3D знешумлення та сегментації фазового контрастного МРТ-зображення про-
світу аорти, були використані відносно нові методи – фрактальна теорія та математико-морфологічний підхід. 
Використання цих методів створило цікавий та потужний інструмент для комплексної обробки досліджуваного 
тривимірного об’єкту. 
 
Сегментація. Сегментація зображення – це процес його розкладання на декілька однорідних неперекрива-
ючих одна одну областей, об'єднання яких є цілим зображенням. При цьому ступінь деталізації розкладання об-
разу залежить від поставленої проблеми. Сегментація є одним з найскладніших завдань будь-якого аналізу обра-
зів, оскільки тут на вхід системи подається зображення, а на виході процесу отримують властивості та атрибути, 
які вилучаються з інформаційного змісту образу. У медичному контексті сегментація – це пошук набору піксе-
лів у зображенні, згрупованих таким чином, щоб вони представляли один і той же тип тканини, сформували 
єдину, фізіологічно однорідну область. Саме такий напрям досліджень є перспективним на практиці, наприклад, 
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для дослідження конкретного органу людини. Для того, щоб відрізняти об’єкти у зображенні, використовується 
цілий ряд різноманітних особливостей образу: яскравість, межі, конкретні форми, текстури, контраст, градієнти 
і т.п. 
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Рис. 1. – Фрактальна сегментація 14-го перерізу 192×168×28 3D МРТ образу аорти (усі вісі у пікселях): a – оригінальне 
зображення; б – зображення у просторі фрактальних розмірностей; в – остаточне сегментоване зображення аорти. 
 
Але часто у практиці медичної візуалізації виникають проблеми, які цими методами розв’язуються не до-
сить задовільно. Так, наприклад, на рис. 1, а представлено 14-й перетин тривимірного МРТ-зображення аорти, 
розміром 192 × 168 × 28 пікселів. На цьому 2D зображенні представлені також інші органи (легені поруч із цен-
тральною частиною аорти, елементи кишковика у нижній частині образу) і шум (яскраві області у лівій та пра-
вій частинах зображення). У деяких областях зображення ці накладені паразитні структури мають інтенсивність 
навіть вищу, ніж область інтересу (аорта). Тому, у цій ситуації, звичайні методи, засновані на аналізі інтенсив-
ностей або градієнтів, не дозволять здійснити якісну сегментацію зображення. З іншого боку, очевидно, що 
структура та текстура різних органів на зображенні суттєво відрізняються для різних областей образу. Тому зда-
ється розумним використати саме ці особливості. Для цього були застосовані такі, відносно сучасні інструменти 
аналізу образів, як методи, засновані на фрактальному аналізі та морфологічній обробці зображень. 
 
Фрактальна сегментація. Термін "фрактал" був вперше використаний Бенуа Мандельбротом (Benoit 
Mandelbrot), математиком, який народився у Варшаві (1924 р) і працював у Франції та США [1, 2]. Походить цей 
термін від латинського fractare – ламати, дробити (fractus – розчленований, розбитий; англ. fractal – дробовий). 
Згідно з визначенням Б. Мандельброта, фракталом називається множина, розмірність Хаусдорфа – Безиковича 
якої строго більше її топологічної розмірності. 
Б. Мандельброт дає також інше визначення: фракталом називається структура, що складається з частин, які 
в якомусь, наперед визначеному сенсі, подібні цілому. Він використовував цей термiн для опису складної геоме-
трії об’єктів у природі. Ця, революційна свого часу теорія, сьогодні широко застосовується у багатьох сферах, 
починаючи з молекулярної фізики і біохімії й до великомасштабної структури Всесвіту, і допомагає у розробцi 
нових концептуальних інструментів та ідей. 
Остаточного визначення фракталу не існує й дотепер, але можна стверджувати, що однією з найбільш уні-
версальних характеристик фрактальних об’єктів є фрактальна розмірність ( FD ).  
Фрактальна розмірність компактного метричного простору X  – це число FD , таке, що якщо ( )N r  – це 
мінімальне число відкритих множин (сфер) діаметру не більше ніж r , які покривають X , тоді ( )N r  пропор-
ційне FDr−  при 0r → . Тобто 
0
lnlim
lnr
NFD
r+→
≡ − . 
Загалом, фрактальна розмірність є узагальненням евклідової розмірності, і може виступати як міра склад-
ності об’єкту. Тому у теорії обробки сигналів і зображень цю величину часто застосовують у якості кількісного 
дескриптору для ідентифікації особливостей різних компонентів і тканин з відмінними морфологічними ознака-
ми та функціональними особливостями. Зрозуміло, що саме такого роду задачі часто виникають при аналізі та 
обробці різноманітних медичних зображень (МРТ, комп’ютерна томографія, ультразвукові дослідження). 
Так, наприклад, на зображенні, показаному на рис. 1, а, ми бачимо, що аорта є більш евклідовим об’єктом, 
ніж фракталоподібнi легені або шум, тому можна припустити, що для аналізу та обробки зображення такого ти-
пу саме фрактальний підхід може виявитися більш ефективним, ніж, наприклад, підхід, заснований на аналізі ін-
тенсивностей. 
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Для перевірки цього припущення ми спочатку трасформували МРТ-зображення з простору інтенсивностей 
у простір фрактальних розмірностей FD . Реалізація цього перетворення була досягнута шляхом застосування 
алгоритму диференціального підрахунку боксів [4] на різних масштабах. Це дозволило виявити області з різною 
текстурою біологічних тканин та ізолювати зашумлені області зображення. 
Обчислювати фрактальну розмірність можна багатьма методами: визначити Хаусдорфову розмірність, за-
стосувати метод підрахунку боксів чи обрахувати ємнісну розмірність [3 – 6]. У нашому випадку був застосова-
ний алгоритм диференціального підрахунку боксів на різних масштабах, який показав високу ефективність при 
підрахунку фрактальних розмірностей значних за розмірами зображень [4]. 
Згідно цього підходу, напівтонове зображення із шкалою градації сірого представляється як поверхня у 
тривимірному просторі. При цьому оригінальне зображення ( ),I x y  розміру M N×  пікселів трасформується у 
FD  образ з допомогою застосування скануючого нелінійного ядра ( , )w s t  розміру m n× , яке виконує пошук рі-
зностей між пікселями з найвищою max( )p  та найменшою min( )p  інтенсивностями. Невід’ємні змінні a і b ви-
значають центр ядра для пікселя xyp  у оригінальному зображенні. Ядро розраховується згідно співвідношення 
( ) ( )max min, ,( , ) 1,a b
s a t b
p s t p s t
w s t floor
r
=− =−
− 
= + 
 
∑ ∑  
де 
1 12, 3, ..., , ,
2 2
m n
r j a ceil b ceil− −   = = =   
   
. Тоді необхідне число боксів, потрібних для того, щоб повністю 
покрити образ розраховується як: 
( )
2
( , , ) ( , ) ( , ) ,
a b
d
s a t b
N x y d w s t I x s y t j r
=− =−
= + +∑ ∑  
де 1, 2, ..., 1d j= − . Остаточно, фрактальну розмірність FD  визначають як нахил лінійної регресії у подвійному 
логаріфмічному масштабі змінних ( , , )dN x y d  і r  [4]. 
Результат цієї процедури показаний на рис. 1, б. На рисунку ясно видно, що перехід від простору інтесив-
ностей у простір фрактальніх розмірностей дозволив досить якісно виявити об’єкти з різною структурною скла-
дністю. Тепер, до цього зображення вже можна застосовувати традиційні медоти сегментації. Зокрема, якщо 
до зображення на рис. 1, б застосувати порігову обробку за алгоритмом Отцу, то на виході отримаємо бажаний 
результат – зображення аорти (рис. 1, в), очищене як від зображення легеневої тканини, що оточує цю аорту, так 
і від апаратних шумів, які в оригінальному зображенні мають досить велику інтенсивність і займають значну 
площу. 
Після застосування цього алгоритму до кожного перерізу, остаточно було отримане очищене тривимірне 
зображення аорти (рис. 3, а). 
 
Морфологічна сегментація. Термін «морфологія» походить від давньогрецької “µωρφη” – «форма» та 
“λογος” – «доктрина», «слово». Тобто морфологія, це наука, що вивчає форми і паттерни, їх взаєморозташування 
та співвідношення до цілого (Gestalt). При цьому у якості предмету вивчення можуть виступати фізичні об’єкти 
(як, наприклад, у геології, астрономії, біології), соціальні об’єкти (організації та соціальні системи), ментальні 
об’єкти (лінгвістичні форми, концепції чи системи ідей). 
Математична морфологія (ММ) – галузь математики, яка базується на теорії множин, топології та випад-
кових функціях. У контексті обробки зображень математична морфологія є інструментом для вилучення визна-
чених компонентів зображення, корисних для представлення та опису форми об’єктів (границь, остовів, опуклих 
чи вгнутих оболонок). Історично, математична морфологія почалася як методика для вивчення випадкових 
множин із застосуванням у гірничодобувальнiй промисловості [7]. У даний час, вона використовується для відо-
кремлення, модифікації та об’єднання структур зображення [7 – 9]. Ця методика обробки зображень полягає у 
порівнянні обʼєктів, що аналізуються (зображення), з іншим об'єктом відомої форми, що називається структу-
руючим елементом. Змінюючи структуруючий елемент, ми можемо вилучати різні типи інформації з сигналу. 
Структуруючий елемент може характеризуватися формою, шириною та висотою. Результат обробки морфологі-
чних зображень залежить від розміру та вмісту структуруючого елементу, а також від використовуваної морфо-
логічної операції. 
Базовими операціями у ММ є морфологічна дилатація та ерозія. Усі інші методи та алгоритми аналізу та 
обробки у ММ є їхніми комбінаціями.  
Морфологічне нарощування (дилатація) зображення ( )f x  з градацією сірого на множині X  структурним 
елементом B  визначається, як максимальне значення оригінального образу у околі, визначеному структурним 
елементом у точці x , 
[ ( )]( ) max ( )B b Bf x f x bδ ∈= + . 
Морфологічна ерозія зображення ( )f x  – операція обернена до попередньої і визначається виразом: 
[ ( )]( ) min ( )B b Bf x f x bε ∈= + . 
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Морфологічне розмикання (open) ( )B fγ  образу ( )f x  структуруючим елементом B  визначається як мор-
фологічне нарощування образу після його ерозії структуруючим елементом B : 
( ) [ ( )].B B Bf fγ δ ε=  
 
 
а б в 
Рис. 2. – Сегментація 14-го перерізу 192×168×28 3D МРТ образу аорти (усі вісі у пікселях): a – оригінальне 
зображення; б – результат фрактальної сегментації; в – результат морфологічної сегментації. 
 
У загальному випадку розмикання згладжує контури об’єкта, обриває вузькі перешийки та ліквідує виступи 
з невеликими розмірами. 
Морфологічне замикання (close) ( )B fϕ  образу ( )f x  структуруючим елементом B  є оберненою операцією 
до попередньої і визначається як морфологічна ділатація образу ( )f x  із структуруючим елементом B  до якого 
застосована ерозія із структуруючим елементом B : 
( ) [ ( )]B B Bf fϕ ε δ= . 
Замикання також проявляє тенденцію до згладжування контурів, але, на відміну від розмикання, у загаль-
ному випадку воно заповнює вузькі розриви та довгі поглиблення малої ширини, а також ліквідує невеликі отво-
ри і заповнює проміжки контуру. 
При розробці нашого алгоритму ми виходили з ряду характеристик, властивих досліджуваному тривимір-
ному образу: повітропроводи у легенях є кусковолінійними формами і можуть бути представлені у 2D випадку 
як зв’язані лінійні сегменти, а у 3D випадку – як пов’язані між собою циліндри, що формують деревоподібну 
структуру. Інші органи та маскуючи фактори (альвеоли чи шум) можуть бути представлені як сфери різного ді-
аметру. Нагадаємо, що метою обробки у нашому випадку є стінки аорти. Виходячи із зазначеного, у нашому сег-
ментуючому алгоритмі застосовуються два типи структуруючих елементів: циліндри різного радіусу, вісь яких 
може змінювати свій напрям у просторі, та сфери з різними радіусами. Радіуси циліндрів і сфер змінювались по-
слідовно від одного пікселя до 7. При цьому були реалізовані такі морфологічні операції, як мінімізуюче морфо-
логічне відкриття та морфологічна реконструкція дилатацією. 
Нагадаємо, що при морфологічній реконструкції застосовується два образи – так званий маркер f  та маска 
g . Ці образи мають бути однакової розмірності і задовольняти умові f g≤ . 
Морфологічне відкриття образу з циліндричним структуруючим елементом B , довжини L  радіусу r  ви-
даляє циліндричні форми у тривимірному образі, якщо сруктуруючий елемент і форма у образі взаємно ортого-
нальні. Таке видалення еквівалентне заміні відповідних форм локальним оточуючим фоном. Отже, для дерево-
подібної структури (геометрична модель легенів) існує циліндрична форма з принаймні одним напрямком і од-
ним радіусом, яка співпадає з «гілкою» цієї структури і може бути видалена відповідно підібраним структурую-
чим елементом та замінена локальним фоном. Таким чином, послідовно видаляючи з оригінального образу спо-
чатку шумову складову (структуруючий елемент – сфери змінного радіусу), а потім – елементи легеневої ткани-
ни (структуруючий елемент – змінні за напрямом та радіусом циліндри), що оточує аорту, було отримане три-
вимірне відфільтроване та сегментоване зображення аорти. Зауважимо, що на відміну від першого методу, коли 
послідовно сегментувався кожен двовимірний переріз і лише потім формувався тривимірний образ, морфологі-
чний підхід дозволяє працювати одразу безпосередньо з тривимірним образом, що більш фізично зумовлено і 
повинно давати якісніші результати.  
На рис. 2 та рис. 3, б надано результати порівняння роботи запропонованих алгоритмів відповідно у двови-
мірному та тривимірному представленні. У верхній частині рисунку представлено результат фрактального під-
ходу до сегментації аналізованого МРТ-образу, а у нижній частині – вихід алгоритму, заснованого на методах 
математичної морфології. 
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а б 
 
Рис. 3 – Знешумлення та сегментація 192×168×28 3D МРТ образу аорти (усі вісі у пікселях):  
а – оригінальний образ (нижнє зображення), та результат фрактальної фільтрації та сегментації; 
б – порівняння фрактальної (верхнє зображення) та морфологічної сегментації. 
 
Висновки. Сучасні технології МРТ не тільки дають можливість неінвазивно (без втручання) візуалізувати 
внутрішні органи людини, але й досліджувати роботу цих органів – вимірювати швидкість кровотоку, току 
спинно-мозокової рідини, визначати рівень дифузії у тканинах, бачити активацію кори головного мозку при фу-
нкціонуванні органів, за які відповідає досліджувана ділянка мозку. МРТ дослідження особливо актуальні у си-
туаціях, коли пацієнтам потрібно багаторазово проходити дослідження і тому при застосуванні комп’ютерної 
томографії вони можуть отримати завелике радіологічне навантаження. У запропонованій роботі представлені 
алгоритми сегментації та покращення якості тривимірного зображення просвіту аорти у фазово-контрастній ма-
гніто-резонансній ангіографії. Отримані результати демонструють високу ефективність розроблених алгоритмів, 
які базуються на методах фрактального аналізу та математичної морфології. Показано, що розроблені програми 
обробки зображень здатні якісно відокремлювати область інтересу від складного фону з шумом та з маскуючи-
ми структурами. 
Зокрема, було виявлено, що однією з переваг фрактального аналізу у порівнянні з «класичним» аналізом 
сигналу є спосіб обробки неоднорiдностей. А саме – при застосуванні фрактальних методів аналізу інформація 
вилучається безпосередньо з усього об’єкту – глобально. Отже, така сегментація не призводить до деградації 
вихідного зображення: взаємозвʼязок між пікселями залишається незмінним. Таким чином, деталі зображення 
повністю зберігаються, що особливо важливо при постановці діагнозу та моніторингу захворювання. 
З іншого боку, використання методів математичної морфології дозволяє більш точно виявляти дрібні деталі 
і демонструє високу ефективність з точки зору витрат компʼютерного часу. Такі особливості, зокрема, забезпе-
чили можливість не тільки виконати тривимірну обробку зображення, але й реалізувати якісну й швидку чоти-
ривимірну сегментацію і отримати анімацію роботи легенів і аорти у часі. 
Таким чином, обидва способи показали свою ефективність, а вибір конкретного підходу залежатиме від по-
треб практики. Запропоновані авторами підходи є досить універсальними для оброки МРТ-зображень грудної 
клітини і дозволяють синтезувати аналогічні алгоритми для вельми широкого діапазону задач обробки та розпі-
знавання образів. 
У подальшому планується розробити об’єктивні методи оцінки якості знешумлення та сегментації дослі-
джуваних тривимірних об’єктів з метою порівняння цих методів між собою, та з суб’єктивними оцінками експе-
ртів. 
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А. П. САФОНИК, О. В. ПРИСЯЖНЮК, В. А. ПАСІЧНИК 
МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ ОЧИЩЕННЯ СТІЧНИХ ВОД МЕТОДОМ ЕЛЕКТРОКОАГУЛЯЦІЇ В 
НЕІЗОТЕРМІЧНИХ УМОВАХ 
Проаналізовано проблеми моделювання процесу очищення води в електрокоагуляційній камері в неізотермічних умовах. Визначено основні 
параметри для розрахунку тепло- та масопереносу в електрокоагуляторі. Побудовано математичну модель, що описує закономірності проті-
кання процесів в електрокоагуляційній установці із уточненням оптимальних параметрів. Знайдено розв’язки відповідної модельної задачі з 
використанням асимптотичного наближення розв’язку відповідної крайової задачі та наведені результати комп’ютерного експерименту. 
Ключові слова: математичне моделювання, електрокоагуляція, електрофлотація, температурний режим. 
А. П. САФОНИК, Е. В. ПРИСЯЖНЮК, А. В. ПАСЕЧНИК 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ОЧИСТКИ СТОЧНЫХ ВОД МЕТОДОМ 
ЭЛЕКТРОКОАГУЛЯЦИИ В НЕИЗОТЕРМИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ 
Проанализированы проблемы моделирования процесса очистки воды в электрокоагуляционной камере в неизотермических условиях. Опре-
делены основные параметры для расчета тепло- и массопереноса в электрокоагуляторе. Построена математическая модель, описывающая 
закономерности протекания процессов в электрокоагуляционной установке с уточнением оптимальных параметров. Найдено решение соот-
ветствующей модельной задачи с использованием асимптотического приближения решения соответствующей краевой задачи и приведены 
результаты компьютерного эксперимента. 
Ключевые слова: математическое моделирование, электрокоагуляция, электрофлотация, температурный режим. 
A. P. SAFONYK, O. V. PRYSIAZHNIUK, V. A. PASICHNYK 
MODELING OF PROCESS OF WASTEWATER TREATMENT BY ELECTROCOAGULATION IN 
NON-ISOTHERMAL CONDITIONS 
The problems of modeling the process of water treatment in an electrocoagulation chamber in nonisothermal conditions are analyzed. The basic pa-
rameters for calculating the mass and heat transfer in the electrocoagulator are determined. The mathematical model describing the patterns of process 
flow in the electrocoagulation installation with the specification of the optimal parameters of the process is constructed. The solutions of the corre-
sponding model problem are found using the asymptotic approximation of the solution of the corresponding boundary value problem and the results of 
the computer experiment are given. In this case study, the effect of current strength on the concentration of the target component at the exit from the 
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